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Exercice 1: 0On donne:
2 1 3 -1 0 3 =2
A=(i ; _E),B=(—4 0 1),C=< 4 2 0 1)etD=(_§ _1 3)
3 -1 =2 31 —4 -3
1. a) Calculer 24 — 3D.
b) Vérifier par le calcul que (A + D)C = AC + DC.

10 3 -16

1.a)0ntrouve2A—3D=(_1 16 4 )

b)OnaA+D=((7) _g g)
On en déduit que (A + D)C = (262 130 :3 __327)
4 4 14 5)etDC=(18 6 —22 —7)

Ensu'teAC=(19 9 -8 —21 13 -6 1 -16

Finalement, on a bien (A + D)C = AC + DC

Exercice 2 : Dans le cas suivant, calculer A™ pour tout entier naturel n.
1 0 1

1.A={0 0 O
1 0 1

1. Regardons les premiéres puissances de 4 :

2 0 2 4 0 4 8 0 8
A*=(0 0 0]|=24,A3=4A%A=(0 0 0)etA*=4%4>=(0 0 0)=84

2 0 2 4 0 4 8 0 8

On conjecture que : ¥V n € N*, A" = 2714,
Pour tout entier naturel n non nul, posons R(n) : "A™ = 2" 14" (HR)
e Initialisation : Pourn = 1, R(1) : "A* = A", donc R(1) est vraie.
e  Hérédité : Soit n un entier naturel non nul, tel que R(n) est vraie. Montrons que
R(n + 1) reste vraie pour tout n, c’est-a-dire A"+ = 271714 = 274
AT = A"A = 2" 1A X A = 277142 = 271 (24) = 2"A : R(n + 1) est vraie.
2n—1 0 2n—1
e Conclusion : Finalement A™ = 2" 14 pour tout n non nul. A® = ( 0 0 0 )
2n—1 0 2n—1
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1 -2 -6
Exercice 3* : Ondonne: 4 = (—3 2 9)

2 0 -3
1. Calculer 4%, A% puis A™ pour tout entier naturel n.

2. La matrice A est-elle inversible ?

1. On obtient :

-5 -6 -6 1 -2 -6
A2=< 9 10 9>,A3=<—3 2 9)=A
-4 -4 -3 2 0 -3

Pour tout entier naturel n non nul, posons R(n) : "A?™ = A% et _ (HR)
e Initialisation : Pourn = 1, R(1) : "A%** = A% et A2*1*1 = A! donc R(1) est vraie.
e Hérédité : Soit n un entier naturel non nul, tel que R(n) est vraie. Montrons que
R(n + 1) reste vraie pour tout n, c’est-a-dire A2+1) = A2 et A2+ D+ = 4
(ou encore A?™+2 = A% et A?™*3 = 4)
A2 =[P4 = A x A = A% (HR)
AP = A2 24 = A2 x A= A% = A: R(n + 1) est vraie.

e Conclusion : Finalement 42" = A? et A>™*! = A pour tout n non nul.

2. Raisonnement par I'absurde
Si A était inversible, en multipliant la relation A3 = 4 par A™%, on obtiendrait : A%> = I. Ce
qui contredit la question 1. La matrice A n’est donc pas inversible.

1 1 1 1 0 O
Exercice4:0ndonned=(0 1 1]etI=(0 1 0

0 01 0 0 1

1. Montrer que A peut s’écrire sous la forme A = I + ] ou J est une matrice que I'on précisera.

2. a) Calculer J2 et J3.

b) En déduire I'expression de A™ tout entier naturel n.

1. Pour déterminer la matrice J telle que A = I + J, il suffit de calculer A — I
01 1

A-I=(0 0 1|=]
0 0 0

0 0 1
2.a) Onobtient]2=(0 0 O)et]3=0

0 0O
1 n n(n+1)
b) Par récurrence (vu en TD), on obtient A™ = 0 1 121
00 1
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x+2y—z=a
Exercice 5 : Résoudre dans R? le systéme {—Zx —3y+3z=>b (a,b etcréelsdonnés).
x+y—2z=c

x+2y—z=a x+2y—z=a
[—2x—3y+3z=b<:){ y+z=b+2a L2=1L2+2L1
x+y—2z=c —y—z=c—a L3=L3-11

y+z=>b+2a

x+2y—z=a
@{
O0=b+c+a L3=L3+1L2

On en déduit :
e Sia+b+c#0,lesystéme n’a pas de solution
x=3z—3a-2b

e Sinon, on obtlent:{ y=b+2a-z

Ce systéme posséde une infinité de solutions : {(3z — 3a — 2b,2a + b — z,z),z € R}

2-Dx+4y=0
Exercice 6* : Résoudre dans R le systtme{3x — (4 + )y + 12z =0
x—2y+ (B -1)z=0

Pour quelle(s) valeur(s) du parametre A le systéeme (S) est-il de Cramer ?

Utilisons la méthode du pivot de Gauss pour résoudre le systeme linéaire.

(2-Mx +4z=0
)] 3x—(@4+ADy+12z=0
x—2y+GB-1)z=0

x—2y+ (B5-A)z=0
=) 3x—(4+AD)y+12z=0 L1 L3
2 -Mx +4z=0

x -2y +(GB-2)z=0
PN 2-Dy+3A-1z=0 L2=1L2-3L1
22-Dy—-A-1D@A—-6)z=0 L3 =1L3—(2—A)L1

x—2y+GB-D)z=0
S 2-Dy+3(1—-1z=0
—A(A—1)z=0 L3 =L3—-2L2
Le systeme est de Cramer si et seulement si les coefficients diagonaux sont tous non nuls,
c’est-a-dire si et seulement si A est différent de 0, 1 et 2.
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0 - 0 A

Exercice 7* : Soit n un entierou égala2 et A = 0 2 . |oludy, 4y, ..., A, sont des
Ay 0 .. 0
scalaires non nuls. Onpose X = (X1 - Xp)etB =1 - Yn).
1. Ecrire le systéme AX = B puis le résoudre.
2. En déduire que A est inversible et calculer I'inverse de A.
CORRECTION
1.
A% =N
A2Xn—q =Y2
AX=B & A3Xn_s =y;,cequisécrit:Vi € [1,n], 1;Xp_i+1 = Vi
k Apxy = n

Les coefficients (1;)1<i<n €tant tous non nuls, on en déduit que le systéme précédent

Yn Yn-1 V2 21)

possede une unique solution, le n-uplet ( , e, —, =),
An An-1 Az A

Explication
2. ’équation AX = B admet une unique solution. De plus, le systéme est de Cramer (les
coefficients diagonaux du systeme triangulaire sont tous non nuls), donc A est inversible,
c’est-a-dire que AX = B équivauta X = A" !B

_ g1 Yn Yn-1 Y2 Y1\ _ p-1
OnaX=4 B@QMMJWWMJ—A(M Yn)
0 .. 0 1/a,

DoncA™! = 1/ 0
0 K :
1/, 0 . 0

Exercice 8 : Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et donner leur inverse.

1.A=(; Z) 2.B=<_§ —2 z>
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1. Ici, on est dans le cas particulier des matrices 2 X 2

Rappel : La matrice 4 = (? Z) est inversible si et seulement si ad — bc # 0. Dans ce
-1 1 d —b
cas,ona: A" = e (—c 4 )
Ici, 1 x4 —2x3=-2%0,Aestinversibleetona 4™ = —l( 4 _3)
2\=2 1

2. On utilise la méthode de Gauss Jordan (pivot)

On présente les deux matrices cOte a cOte B et I. On écrit a droite les opérations
élémentaires qui permettent de transformer A en I et on applique simultanément aux
deux matrices :

1 0 2 1 0 0
3 -1 1 01 0
-2 4 3 0 0 1
1 0o 2 1 0 0\ L1
0 -1 -5 -3 1 0| L2=1L1L2-3L1
0o 4 7 2 0 1/ L3=L3+2L1
1 0 2 1 0 0\ L1
0 -1 -5 -3 1 0| L2
0 0 -13 —10 4 1/ L3 =L3+4IL2
Cette réduite de Gauss de B a tous ses pivots non nuls (1, —1 et —13), donc B inversible
1 0 2 1 0 0
(0 -1 —5) < -3 1 O)
0 0 -13 -10 4 1
13 0 0 -7 8 2\ L1=13L1+ 2L3
( 0 -13 0) ( 1 -7 —5) L2 =13L2 —5L3
0 0 -13 -10 4 1/ L3

Enfin les opérations élémentaires L1 = %Ll, L2 = —%LZ, L3 = —%LB donnent:

1 0 0 ) -7 8 2 L -7 8 2
(0 1 O) E<_11 7 5). Ainsi: B7! = E(_ll 7 5)
0 0 1 10 -4 -1 10 -4 -1
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Exercice 9 : Résoudre le systéme suivant

2x+y+3z=4
S){—x—y—2z=-3
x+2y+z=-1

Pour S, :

2x+y+3z=4 L1
S){—x—-y—-2z=-3 L2
x+2y+z=-1 L3

x+2y+z=-1 L1=L11L3
o |—x—y—2z=-3
2x+y+3z=4 L3=L3sIL1

x+2y+z=-1
= y—z=-4 L2=L1+1L2
-3y+z=6 L3=L3-2L1

x+2y+z=-1
= y—z=-—4
—2z=—-6 L3 =1L3+3L2

x=-2
= y=-1
z=3

Ainsi, (—2,—1,3) est le couple de solutions de S;

Exercice 10* : Discuter en fonction des paramétres m, et a les solutions du systéme

2m-3)x+(m—-1y=m+a

(ST){(S—m)x+(m—1)y=m—2
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Pour St :

Cm-3)x+m—-1Dy=m+a L1

(ST){ G-mx+(m-1Dy=m-2 L2

{(2m—3)x+(m—1)y=m+a
[5-m—-0C2m-3)]x=m—-2—-(m+a) L2=L2-1I1

@{(2m—3)x+(m—1)y=m+a

B8-3m)x=—-a-2
_—(2m—3)(3'::_28)+m+a

o m-1
x = —a-2 (_ a+2 )
" 8-3m \" 3m-8

Ici, on a des fractions, donc on doit s’assurer que le dénominateur est différent de 0

ﬂ Casou3m—-8=0<|m= g : (on remplace dans le systéeme)

(2x2-3)x+(-1)y=2+a 11

I e e e

5,-8
—x+§y—3+a L1
5,=8_
XTIy =3 2 L2

54

Wiy WIN

o (frir=tea
0=a+2 L2=12-11
@®sia=-2 @sia=2
= %x + gy = g +(-2) Le systéme n’a pas de solution
= 7x+5y=2
Les solutions sont le couple (x, y) tel
que7x +5y =2

@Casoim—-1=0e[m=1]:

{(2X1—3)x+0=1+a L1
G-Dx+0=1-2 L2

x=—
4
1
Z=1+a
= 1
X =—-
4
3
a=—z
= 1
X =—-
4

ia=-2
@Sla— "

. 3
@ Sia+ — "
Les solutions sont le couple (x, y) tel

1 Le systéme n’a pas de solution
quex = —_ety quelconque
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